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1. Etude du départ d'un train a propulsion électromagnétique et aire
d’'une piéce

Un projet de train a trés haute vitesse vise a faire atteindre au wagon une vitesse instantanée de 400 km/h en moins de
deux minutes. L'exercice modélise sa distance par une équation différentielle, étudie la vitesse obtenue, puis calcule 'aire
d’une piece symétrique dessinée pour une future gare.

A. Résolution d’une équation différentielle

Question 1°. Résoudre sur [0, +oo[ I’équation différentielle homogéne y’' — 0,2y = 0 en utilisant la formule
fournie.

Dans la formule fournie, I'équation est écrite sous la forme ¢’ + ay = 0. Ici, a = —0, 2, donc les solutions sont de la
forme y(t) = ke~*. La constante k est réelle et arbitraire.

v REPONSE A RETENIR

y(t) = ke®?, keR.

Question 2°. Vérifier que la fonction g définie par g(t) = =15t — 75 est une solution de I’équation
différentielle y' — 0,2y = 3t.

1. 4'(t) = —15.
2.g'(t) — 0,2g(t) = —15 — 0,2(—15t — 75) = —15 + 3t + 15 = 3¢.

L'équation est vérifiée pour tout ¢ de l'intervalle.

v REPONSE A RETENIR

g est bien une solution de y' — 0, 2y = 3t.

Question 3°. Déduire des questions précédentes I’ensemble des solutions de I’équation différentielle y' -
0,2y = 3t.

Les solutions de I'équation compléte s’obtiennent en ajoutant a une solution particuliére toutes les solutions de
I'équation homogéne. On combine donc g(t) = —15¢ — 75 avec la solution ke%? trouvée précédemment.

y(t) = ke®? — 15t — 75, k€ R.

v REPONSE A RETENIR

y(t) = ke®? — 15t — 75, keR.
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Question 4°. Déterminer la solution f de I’équation différentielle correspondant a la distance parcourue,
sachant que le wagon est au point de départa t = 0 et que f(0) = 0.

1. La solution générale est f(t) = ke®* — 15t — 75.
2. La condition f(0) = 0 donne k — 75 = 0, donc k = 75.

On remplace cette constante dans la solution générale.

v REPONSE A RETENIR

f(t) = 75(e>%* — 1) — 15¢.

B. Etude de fonction et application
Question 1° a). A partir de I’expression fournie pour ', résoudre sur [0, 3] I'inéquation f(t) = 0.
Le calcul formel donne f'(t) = 15¢%* — 15. Ainsi, f'(t) > 0 équivaut & e > 1, puis & 0,2t > 0, car I'exponentielle

est croissante. Cette condition est satisfaite sur tout I'intervalle étudié.

v REPONSE A RETENIR

f'(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 3].

Question 1° b). Déduire du signe de f' les variations de la fonction f sur [0, 3].

La dérivée est nulle en ¢t = 0, puis positive sur |0, 3]. La fonction est donc croissante sur [0, 3. Ses valeurs aux
bornes sont £(0) = 0 et f(3) = 75(e%6 — 1) — 45 ~ 16, 659.

t (] 3
f'(t) 0 +
f(t) 0 2 16,659

v REPONSE A RETENIR

f croit de 0 & environ 16,659 sur [0, 3].

Question 2°. Déterminer la distance parcourue par le wagon au bout d’une minute et arrondir le résultat au
dixiéme de kilométre.

Aprés une minute, la distance parcourue est f(1) = 75(e%? — 1) — 15. On obtient environ 1,605 km, puis on
arrondit au dixieme de kilometre.
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v REPONSE A RETENIR

Distance parcourue aprés une minute : 1,6 km.

Question 3° a). La vitesse du wagon en kilométres par minute a I'instant t correspond a f'(t). Déterminer sa
vitesse & t = 2 minutes et arrondir le résultat au dixiéme.

1. La vitesse est f/(t) = 15e%? — 15, en km/min.
2.At=2, f/(2) = 15e" — 15 ~ 7,377 km/min.

On arrondit au dixieme comme demandé.

v REPONSE A RETENIR

A 2 minutes : 7,4 km/min.

Question 3° b). Dire si I’objectif des ingénieurs est atteint : le wagon doit atteindre une vitesse instantanée
de 400 km/h en moins de deux minutes. Justifier la réponse.

Le seuil de 400 km/h correspond & 400/60 = 20/3 km/min. Résoudre 15¢%* — 15 = 20/3 donne t = 51n(13/9) ~

1,839 minute. Le wagon atteint donc cette vitesse avant la limite de deux minutes.

v REPONSE A RETENIR

Oui : le seuil de 400 km/h est atteint aprés environ 1,839 min, avant 2 minutes.

Question 4°. Choisir parmi les trois propositions I’équation de la tangente a la courbe C au point
d’abscisse 2. Aucune justification n’est demandée.

La formule de la tangente au point d’abscisse 2 est y = f'(2)(t — 2) + £(2). En utilisant f'(2) = 15(e®* — 1) et
f(2) = 75(e%* — 1) — 30, on obtient la troisiéme proposition.

y = 15(e%* — 1)t + 45e%1 — 75

v REPONSE A RETENIR

Troisiéme proposition : y = 15(e%* — 1)t + 45e%* — 75.
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C. Calcul intégral

Question 1°. Choisir parmi les trois propositions I'aire A1 du rectangle OPQR, en unité d’aire, a partir du
graphique et des indications fournies.

Le rectangle OPQR a pour largeur OP = 3 et pour hauteur OR = 2,25, donnée par I'équation du bord supérieur.
Son aire est le produit de ces deux dimensions.

v REPONSE A RETENIR

Ay =3x%x2,25=6,75u.a.

Question 2°. A I'aide de la primitive fournie de g(x) = 27x/(2x2 + 18), calculer I'aire A2 de la région limitée
par la courbe de g, I’axe des abscisses et les droites x =0 et x = 3.

1. La fonction g est positive sur [0, 3], donc A; = f03 g(z)de.
2. Avec la primitive fournie, G(z) = % In(z* 4 9), on obtient A, = G(3) — G(0) = & In2.

L'aire est exprimée en unités d’aire.

v REPONSE A RETENIR

Ay = ZIn2~ 4,679 u.a.

Question 3°. Déduire des questions précédentes I'aire totale A hachurée, en unité d’aire, en tenant compte
de la symétrie de la piéce et en arrondissant au millieme.

Sur la moitié droite, I'aire hachurée est le rectangle privé de la région sous la courbe, soit A; — A,. Par symétrie
par rapport a I'axe des ordonnées, A = 2(A; — Ay) = 2(6,75 — 24—7 In 2). L'unité graphique étant le métre sur les
deux axes, l'aire s’exprime en metres carrés.

v REPONSE A RETENIR

A~ 4,143 m2.
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2. Obsolescence programmée des smartphones : probabilités, loi
binomiale et test d’hypothése

L'exercice étudie I'obsolescence technique et logicielle dans une population de smartphones, puis le nhombre d’appareils
non réparables dans un lot de modéle A. Il se termine par un test bilatéral visant a vérifier la proportion annoncée dans un
sondage sur I'obsolescence programmée de la marque B.

A. Probabilités conditionnelles

Question 1°. A partir des données de I’énoncé sur les 200 smartphones, compléter le tableau d’effectifs
croisant I'obsolescence technique et I'obsolescence logicielle, avec les totaux.

Sur 200 appareils, 3 % correspondent a 6 smartphones touchés par T et 8 % a 16 touchés par L. Parmi les 16
touchés par L, 12,5 % sont aussi touchés par T, soit 2 smartphones.

Smartphones Touchés par L Non touchés par L Total
Touchés par T 2 4 6
Non touchés par T 14 180 194
Total 16 184 200

Tableau d’effectifs complété

U Ul W Wl T ey e e ] Ol T W e el WU T T e ] T LR T U W W w2 vl Wl ug.

touchés par

non touchés par

Smartphones I'obsolescence I'obsolescence Total
logicielle logicielle
touchés par
I'obsolescence 2 4 6
technique
non touchés par
I'obsolescence 14 180 194
technigue
Total 16 184 2(200

v REPONSE A RETENIR

Effectifs croisés : 2, 4, 14 et 180. Totaux : 6, 194, 16, 184 et 200.

Question 2°. Pour un smartphone choisi au hasard, donner P(T), P(L) et P_L(T), ou T désigne
I'obsolescence technique et L 'obsolescence logicielle.

Les données donnent directement P(T) = 0,03 et P(L) = 0,08. Parmi les smartphones touchés par L, 12,5 % sont
aussi touchés par T : P (T) = 0,125.
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v REPONSE A RETENIR

P(T) =0,03; P(L) = 0,08 ; P (T) = 0,125.

Question 3° a). Calculer la probabilité qu’'un smartphone soit touché a la fois par 'obsolescence
technique et par I'obsolescence logicielle, soit P(T n L).

Par définition de la probabilité conditionnelle, P(T n L) = P(L) x P, (T). Donc 0,08 x 0,125 = 0,010.

v REPONSE A RETENIR

P(T n L) = 0,010.

Question 3° b). Calculer la probabilité qu’un smartphone soit touché par au moins I'un des deux types
d’obsolescence, soit P(T U L).

Pour obtenir la probabilité d’étre touché par au moins un type d’obsolescence, on additionne les probabilités de T

et L, puis on retire leur intersection, comptée deux fois : P(T u L) = 0,03 + 0,08 - 0,01 = 0,10.

v REPONSE A RETENIR

P(T u L) = 0,10.

Question 3° c¢). Calculer P_T(L), la probabilité qu’un smartphone soit touché par I’obsolescence logicielle
sachant qu’il est touché par I'obsolescence technique.

La probabilité cherchée est la proportion touchée par L parmi les appareils touchés par T : Py(L) = P(T n L) / P(T)

=0,01/0,03 =1/3 =0,333.

v REPONSE A RETENIR

P(L) = 0,333.

B. Loi binomiale

Question 1°. Justifier que la variable aléatoire X, qui compte les smartphones non réparables dans un lot
de 50, suit une loi binomiale et en déterminer les paramétres.

Chaque tirage est une épreuve de Bernoulli, avec une probabilité 0,045 d’obtenir un smartphone non réparable.
Les 50 tirages sont assimilés a des tirages avec remise, donc indépendants et de méme probabilité. Le nombre X
de smartphones non réparables suit alors une loi binomiale de parameétres n = 50 et p = 0,045.
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v REPONSE A RETENIR

X suit la loi binomiale B(50 ; 0,045).

Question 2°. Calculer la probabilité que, dans un lot de 50 smartphones, tous les appareils soient
réparables.

Un appareil est réparable avec la probabilité 1 — 0,045 = 0,955. Pour que les 50 appareils soient réparables, cet

événement doit se produire a chaque tirage indépendant : P(X = 0) = 0,955° = 0,100.

v REPONSE A RETENIR

La probabilité que les 50 smartphones soient réparables est 0,100.

Question 3° a). Faire tourner a la main I'algorithme fourni et compléter le tableau des valeurs de P(X = i) et
de la somme S pour i allant de 0 a 3.

Les probabilités sont calculées avec la loi binomiale B(50 ; 0,045). A chaque étape, I'algorithme ajoute P(X = i) &
la somme précédente. Les valeurs du tableau sont arrondies au millieme.

i 0 1 2 3
P(X=1i) 0,100 0,236 0,272 0,205
S 0,100 0,336 0,608 0,813

Tableau de I'algorithme complété

i n 1 n
0,100 0,236 10,272 10,205
P(X=1) 0,1
S Co,100 0,336 0,608 0,813

v REPONSE A RETENIR

Valeurs successives de S : 0,100 ; 0,336 ; 0,608 ; 0,813.

Question 3° b). Donner la valeur de S a la fin de I'algorithme et interpréter le résultat dans le contexte des
smartphones non réparables.

A la fin de la boucle, la somme comprend P(X = 0), P(X = 1), P(X = 2) et P(X = 3). Ainsi, S=P(X <3) = 0,813 :
environ 81,3 % des lots contiennent au plus trois smartphones non réparables.
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v REPONSE A RETENIR

S = 0,813 : environ 81,3 % des lots ont au plus trois appareils non réparables.

Question 4°. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X et interpréter le résultat.
Pour une loi binomiale de paramétres n et p, I'espérance vaut np. Ici, E(X) = 50 x 0,045 = 2,25. Un lot de 50

smartphones contient en moyenne 2,25 appareils non réparables.

v REPONSE A RETENIR

E(X) = 2,25 smartphones non réparables par lot en moyenne.

C. Test d’hypothése

Question 1°. Sous I’hypothése nulle Ho : p = 0,55, choisir la valeur de h, arrondie au centiéme, telle que
P(0,55-h<F<0,55+ h)=0,95.

Sous Ho, I'écart type vaut 0,037. Pour une loi normale, 'intervalle central de 95 % s’étend a environ 1,96 écarts

types de la moyenne. Donc h = 1,96 x 0,037 = 0,07252, soit 0,07 au centiéme.

v REPONSE A RETENIR

h =0,07.

Question 2°. Enoncer la régle de décision du test d’hypothése bilatéral au seuil de signification de 5 %.

Avec h arrondi a 0,07, I'intervalle d’acceptation est [0,55 - 0,07 ; 0,55 + 0,07] = [0,48 ; 0,62].

¢ Sila fréquence observée appartient a cet intervalle, on ne rejette pas Ho.

¢ Sielle est en dehors, on rejette Hy au seuil de 5 %.

v REPONSE A RETENIR

Ne pas rejeter Ho si la fréquence est entre 0,48 et 0,62 inclus ; la rejeter sinon.

Question 3°. Dans I’échantillon de 180 personnes, 76 déclarent que la marque B pratique I’obsolescence
programmeée. Déterminer la conclusion du test.

La fréquence observée vaut 76 / 180 = 0,422. Elle est inférieure a la borne 0,48 de l'intervalle d’acceptation. On
rejette donc Ho au seuil de 5 %.
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v REPONSE A RETENIR

On rejette Ho : les données indiquent une proportion différente de 0,55.
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SYNTHESE DE L’EPREUVE & REFERENTIEL » BTS PROTHESISTE-ORTHESISTE

Ce qu'il faut retenir de ce sujet (Session 2018)

Bilan de I'épreuve : Epreuve de mathématiques du BTS, groupement B, session 2018, code MATGRBL1, d’une durée de 2
heures et de coefficient variable selon la spécialité. L'exercice 1 étudie le départ d’un train a trés haute vitesse et I'aire d’'une
piece de gare. L'exercice 2 mobilise probabilités conditionnelles, loi binomiale et test d’hypothese autour de I'obsolescence des
smartphones.

Notions-clés, formules & régles a maitriser Points de vigilance & attentes du jury

e Poury' - 0,2y =0, les solutions sont y(t) = ke”(0,2t) ; pour « Convertir une vitesse en km/min en km/h en multipliant
I’équation avec second membre, ajouter une solution par 60 avant de la comparer a 400 km/h.
particuliere.

« Pour I'aire hachurée, utiliser le graphique, la symétrie et
« Quand f représente une distance, f' représente la vitesse les bornes d’intégration avant d’arrondir.

instantanée ; le signe de ' détermine les variations de f. . Ne pas confondre la probabilité conditionnelle P_L(T)

¢« P(TnL)=PL)P_L(T)etP(TulL)=P(M)+P(L)-P(Tn avec la probabilité d'intersection P(T n L).
L). « Pour le test bilatéral, comparer la fréquence observée a

« Pour X suivant une loi binomiale B(n,p), E(X) = np ; un I'intervalle de décision puis formuler la conclusion au seuil
test bilatéral compare la fréquence observée a l'intervalle de 5 %.

d’acceptation.

Questions fréquentes sur cette épreuve (Q&A Examen)

Q : Comment relier la dérivée de la distance a I'objectif de vitesse du train ?

La dérivée f' donne la vitesse en kilometres par minute. Pour la comparer a 400 km/h, on multiplie par 60. Il faut vérifier que cette vitesse
est atteinte avant la limite de deux minutes.

Q : Comment choisir les paramétres de la loi binomiale pour le lot de smartphones ?

Le nombre d'essais est 50, car le lot contient 50 smartphones. La probabilité retenue est 0,045 pour un appareil non réparable. Le
préléevement étant assimilé a des tirages avec remise, les essais sont indépendants.

Q : Comment gérer le temps et les arrondis dans cette épreuve ?

L'épreuve dure deux heures et comporte deux exercices de dix points. Les parties de chaque exercice peuvent étre traitées
indépendamment. Dans I'exercice 2, les résultats sont arrondis & 10~23 sauf indication contraire.

Q : Qu’attend le jury pour une conclusion de test d’hypothése ?

Il faut appliquer la régle de décision au seuil de 5 % a la fréquence observée, puis indiquer clairement si I'on rejette ou ne rejette pas
I'hypothese nulle. La conclusion doit étre reliée au contexte de la marque B.

Sujet officiel associé (PDF) : https://btspo.frlassets/annales/bts-po/E2 - Mathématiques/2018/BTS PO - E2 - Mathématiques - Session
2018 - 3-Sujet.pdf
Ressources BTS Prothésiste-Orthésiste : Toutes les annales & corrigés ¢ Fiches de révision complétes « Simulateur de notes d’examen
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